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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird eine Anwendung der Monte Carlo Methode aus
dem Bereich der statistischen Physik vorgestellt.Dazu wird konkret ein
leicht verstidndliches Standardmodell diskutiert, welches anschliefSend
mit Hilfe der vorgestellten Konzepte als Java-Applet implementiert
wird.
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1 Etwas zur Physik

1.1 Ferromagnetismus

Um den Ferromagnetismus genau zu erkldren, bedarf es eigentlich der Quan-
tenphysik. Aber fiir eine kurze anschauliche Beschreibung geniigt es, wenn
man sich auf das halbklassische Bild der Atome, in dem sich die Elektronen
auf bestimmten Bahnen um die Kerne bewegen, beschranken. Elektronen be-
sitzen also einen Bahndrehimpuls, zu dem auch ein magnetisches Bahnmo-
ment gehort. AuBlerdem drehen sich die Elektronen auf ihren Bahnen auch
noch um ihre eigene Achse. Diese Drehung bezeichnet man als Spin und die-
ser Spin erzeugt infolge eines Kreisstroms auch einen Moment, das man als
magnetisches Spinmoment bezeichnet. Wenn nun die Elektronenspins eines
Atoms mit denen von benachbarten Atomen wechselwirken, so bewirkt das
eine Ausrichtung der magnetischen Dipolmomente der verschiedenen Ato-
me. Ein magnetisches Dipolmoment sei in userem Bild einfach nur ein Vek-
tor, der eine resultierende Magnetisierungsrichtug besitzt. Ist diese in eine
bestimmte Richtung dauerhaft ausgerichtet, liegt eiene ferromagnetische Sub-
stanz vor. Reines Eisen, Cobalt oder Nickel zeigen Ferromagnetismus. Im All-
tag begegnet man ihnen z.B an Pinwénden. Sind jedoch die Ausrichtung der
magnetischen Dipolmomente zuféllig orientiert, also keine bestimmte Rich-
tung dauerhaft aufweist, hat man es mit Paramagnetismus zu tun.Dazu sei
nur erwahnt, dafl paramagnetische Substanzen nur schwach und temporér
magnetisch sind.

Die besondere Eigenschaft eines ferromagnetischen Materials ist nun, daf
es bei Erhitzung bis iiber eine kritische Temperatur 7. , der sog. Curie-
Temperatur, plotzlich seine permanente Magnetisierung verliert und nur noch
paramagnetisch wirkt. Je nach Material kann dieser Phasentibergang, fiir un-
terschiedliche Temperaturen eintreten. Fiir Eisen ist es z.B bei 750 °C oder fiir
Gondolinium schon bei 15 °C. Der Phaseniibergang ist vergleichbar mit Was-
ser,das bei seinem Siedepunkt verdampft. Die Ursache fiir den Phaseniiber-
gang beruht auf einem quantenmechanischen Effekt!, der in dieser Arbeit
nicht néher beschrieben werden kann.

IDieser Effekt wird als Austauschkopplung bezeichnet.Interessierte Leser kénnen mehr
dazu in [1] nachlesen



1.2 Das Ising-Modell

Das Ising-Modell? ist ein einfaches theoretisches Modell fiir die Beschrei-
bung eines ferromagnetischen Materials. Einfachheithalber betrachtet man
dazu ein Metall®, das aus einem quadratischen Gitter besteht und auf dessen
Gitterpldtzen L magnetische Spinmomente S; sitzen. Jedes dieser Spinmo-
mente kann zwei Werte S; € {—1,+1} annehmen.Man sagt dazu auch Spin
up T fiir +1 und Spin down | fiir —1. Wenn das Gitter komplett mit Spins
besetzt ist und eine gegebene Magnetisierungsrichtung besitzt, nennt man
dies Konfiguration S = S1,59,...,Sy. Fiir die Energie H einer Spinkonfigu-
ration gilt

H=—J Y SiSj—h>_ 5 (1)
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Dabei bezeichnet der Summationsindex (%, j)n,, die Summation {iber alle
Paare von Gitterplitzen, die direkt benachbart (nearest neighbour)sind. J ist
ein Maf fiir die Wechselwirkung zwischen benachbarten Spins und h sei ein
externes Magnetfeld. Der linke Term der Gleichung(1) besagt nun, dafi es
energetisch giinstiger ist, wenn zwei benachbarte Spins die gleiche Orientie-
rung (77 oder |]) haben. Aus dem rechten Term der Gleichung, kann man
zusétlich Energie gewinnen, falls die Spins S; parallel zu einem dufleren Ma-
gnetfeld h (mit —h < 0)ausgerichtet sind. Die Wechselwirkung zwischen den
Spins im Gitter setzt jede Menge Wéarme frei. Daher bendtigt man neben der
Energie noch eine Zustandsgrife, die alle thermischen Eigenschaften enthélt
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Z bezeichnet man als Zustandsumme, die im Prinzip das Warmegleichge-
wicht von wechselwirkenden Teilchen beschreibt. Neben der Energie fiir jede
Spinkonfiguration S , enthlt die Gleichung (2) noch die Temperatur in Kel-
vin gemessen und die Boltzmann-Konstante mit dem Wert kg = 1, 380650 X
1072 JK~!. Die Summe wird nun iiber alle Spinkonfigurationen S gebildet
und jeder Zustand wird entsprechend seiner Energie gewichtet.

2Ernst Ising (11998) war Physiker in Peoria/IL(USA)und das nach ihm benannte Mo-
dell gilt in der statistischen Physik als Standardmodell
3dealisierte metallische Festkorper bestehen aus kubischen Gittermodellen



2 Implementierung des Ising-Modells

2.1 Voriiberlegung

Bevor man mit der Implemetierung fortsetzt, mufl man einige wichtige Punk-
te kldren. Im Prinzip kann man mit der Zustandsumme jetzt quasi den Zu-
stand fiir jede Spinkonfiguration simulieren, wenn da nicht die folgenden
Probleme wéren:

1. Rechenzeit: Wenn man ein reales Material simulieren will, braucht
man auf dem Gitter (N x N = L?) etwa 107 x 107 Spinmomente mit
zwei Einstellungsméglichkeiten. Das heifit, wir haben 2V verschiedene
Spinkonfigurationen. Wenn man fiir N Spins die Zustandsumme aus-
rechnen miifite, ergebe dies fiir ein reales Material eine astronomische
Zeit.

2N 2V = Zeit (3)

Um dieses Problem zu 16sen, hat man sich das Konzept des det@led
balance tiberlegt.Dazu wird eine Ubergangswahrscheinlichkeit W (S —
S”)  definiert, die folgendem Gleichgewicht geniigt

W(§—> S_)/)efH(S:)/kBT _ W(gl R g)efH(s?)/kBT (4)

Das heifit, wenn sich nach einer gewissen Zeit ein Gleichgewicht ein-
stellt, dann gibt es eine Wahrscheinlichkeit der Form

- 1 &
P(S) = Z e H©S)/ksT 5
(5) = e 5)
mit der mindestens ein Zustand S anzutreffen ist. Damit wird quasi
die Physik auf dem Rechner so nachgebildet, dafl die Konfigurationen
entsprechend ihrem Gewicht erzeugt werden und nicht mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit vorzufinden sind.

2. Phaseniibergang: Eine Computersimulation kann nur auf einem end-
lichen Gitter durchgefiihrt werden. Das Problem hierbei ist, dal ein
Phaseniibergang nur fiir unendlich ausgedehnete Gitter zu beobachten
ist. Dazu konnte die Methode des finite size scaling hilfreich sein. Die-
se Methode erlaubt es, aus den numerischen Rechnungen fiir endliche
Gitter auf die Verhéltnisse im unendlichen Gitter zu schlielen.



3. Randbedingungen: Damit an den Gitterrdndern keine unerwiinsch-
ten Uberraschungen auftreten, sollte man immer Randbedingungen ver-
einbaren. Fiir die Rdnder von Gittermodellen nimmt man der Regel
periodische Randbedingungen an.
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Abbildung 1: Links:Darstellung der vier direkten Nachbarn von S; (rot) und
rechts: Beispiel fiir das Verhalten an Randern (siehe Text)

Das heifit, ein Spin am Ort 4, j, der sich am oberen Rand des Gitters
befindet, hat eines seiner direkten Nachbarn ¢,7 + 1 auf der selben
Gitterlinie aber am anderen Ende des Gitters. Das gleiche gilt auch fiir
die linke und rechte Seite des Gitters. Damit erhélt man dann so etwas
wie ein Torus.

3 Monte Carlo-Simulation

3.1 Metropolis-Algorithmus

Eins der géngigsten Algorithmen fiir das Gittermodell, ist der Metropolis-
Algorithmus.Er fordert, das W nur Ubergginge erlauben soll, bei denen héchs-
tens ein Spin gedindert wird. Daher sei S = (S1,52, ..., +Si, ..., Sy) und S =
(S1, 5%, ..., —S;, ..., Sy). AuBerdem sollen Uberginge in energertisch giinstige
Zusténde immer erlaubt sein. Das heifit also kurz gefafit:

1 fiir H(S") < H(S)
eAE/kpT

W(S — §) = { (6)

sonst

Die Energiedifferenz entspricht AE = H(S) — H(S") und 148t sich mit Hilfe
von Gleichung(1) und der obigen Forderung®, daff S; = — S; und S} =

4_'Diese Forderung ist nicht offensichtlich, da man zunéchst eine Symmetrie zwischen
H(S) und H(S’) zeigen miifite. Niheres dazu kann man in [4] erfahren.
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S; ist,die folgende einfache Beziehung herleiten AE = —2 S; h; . Fiir die
Programmierung kann man spéter diese einfache Gleichung fiir die Energie
verwenden.

3.2 Programmierung der Monte Carlo-Simulation

Fiir das quadratische Gitter braucht man fiir die Spinmomente S; eine zwei-
dimensionale Array s[] [J=new int [L] [L]; hier z.B mit L=512 fiir die Sys-
temgrofle N=64. Um das ganze System einfach zu halten, verzichtet man hier
auf ein externes Magnetfeld h und setzt fiir die Kopplungsstéirke J = 1. Man
betrachtet also nur die vier angrenzenden Nachbarn von S;. Fiir die Uber-
gangswahrscheilichkeit gibt es ebenfalls eine Array bf [J=new double [3],in
der spéter dann die e-Funktion (Boltzmann-Gewicht) gewichtet wird. Fir
die kritische Temperatur 7, benutzt man die exakte Losung von Onsa-
ger(1944) ,der fiir das unendlich ausgedehnte Gitter ohne externen Magneten
(h = 0) den Wert T, = 2/In(v/2 + 1) = 2.26919 J/kp bestimmt hat. Nun
kann man nach Metropolis folgende Schritte formulieren:

1. Man wihle eine Startkonfiguration S = S1,59...5Nn

void ising()
{
int 1i,3;
for(i=0;i<N;i++)
for(j=0; j<N; j++)
{
if ( Math.random() > 0.5 ) s[il[j] = 1;
else s[i] [j] = -1;

Wie man aus dem Code-Fragment erkennen kann, wird der Startzu-
stand mit Hilfe einer bedingten Anweisung erzeugt. Ist eine gezogene
Zufallszahl grofler als 0.5, so werden die Momente auf 1 gesetzt an-
sonsten auf —1.

2. Wihle ein S; zufillig und berechne AFE:

for(i=0;i<10000;i++)

{
x=(int) (Math.random() *N) ;
y=(int) (Math.random()*N) ;



e=s[x] [yl *(s[(x-1+N)%N] [y]+s [(x+1)%N] [y]+
s[x] [(y+1)%N]+s[x] [(y-1+N)%N1);

3. Wenn AFE > 0, dann drehe den Spin S; — —S5;. Wenn AE <
0, dann ziehe eine gleichverteilte Zufallszahl r € [0,1]. Wenn
r < e2B/ksT dann soll S; — —S; gemacht werden, sonst beriick-
sichtige die alte Kofig.:

if((e<0) || (Math.random()<bf[e/2] ))
{
s[x] [yl=-s[x] [y];
if (s[x] [yl==1) g.setColor(black);

und schlieBilich

4. Tteriere 1. und 2.

Im Algorithmus werden Zufallszahlen mit dem Boltzmann-Gewicht bei der
Temperatur T exp AE/kgT verglichen. Um bei der e-Funktion Rechenzeit zu
sparen, werden nur die vier angrenzenden Nachbarn von S; betrachtet. Das
heifit, AEF kann nur die Werte +4,+2,+1 und 0 annehmen. Wenn die ne-
gativen Werte auftreten, wird S; immer gedreht. Deshalb benotigt man nur
zwei verschiedene Boltzmann-Gewichte.

void setT(double T)
{
temperatur=T;
bf [0]=0.5;
bf [1]=Math.exp(-4.0/temperatur) ;
bf [2]=Math.exp(-8.0/temperatur) ;

Eigentlich sollte bf[0] gleich 1 sein. Um aber mogliche Oszillationen zu
unterdriicken, wiihlt man fiir den Ubergang W (S — §7) = W(S' — §) =
1/2. Als néchstes kann man sich die Randbedigungen vornehmen. Wie schon
erwahnt sollen sie periodisch sein. Dazu werden Hilfsfelder erzeugt, die an
den Réandern die Bedingungen erfiillen.



for (x=0;x<N;x++)

{
s[0] [x]= s[N] [x];
s[N] [x]= s[1] [x];
s[x] [0]= s[x][N];
s[x] [N]= s[x][1];

Physikalisch ist man natiirlich noch an der temperaturabhingigen Magneti-
sierung interessiert. Dafiir gilt die Beziehung:

MT) = 5 38, (7

Dazu bildet man einfach die Summe aller Spins und teilt einfach durch die
Systemgrofle. Dies konnte folgendermaflen programmiert werden:

Magnetisierung();
summe=0.0;
for (x=0;x<N;x++)
for(y=0;y<N;y++)
summe+=s [x] [y];
summe = summe/N/N;



4 Ergebnis

Bei Ausfithrung des Applets, erzeugt das Programm ein 64 x 64 groien Ising-
Ferromagneten. Jedes der flackernden Késtchen stellt nun einen moglichen
Spin-Zustand S; = —1 fiir weifl oder + 1fiir schwarz ,dar.

Abbildung 2: Links T'= 10.0 - T, und rechts T =1.0-T,

Wenn man jetzt das System abkiihlt, so beobachtet man langsam die Bildung
von verschiedenen Bezirken, in denen sich die parallel orientierten Spins tum-
meln. Diese Bezirke nennt man in der Physik auch wandernde Domdnen.

[EETTRE

Abbildung 3: Links T'= 0.4 - T, und rechts T = —1.0-T,
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5 Anhang

Vollstindiger Source Code:

import java.awt.*;
import java.awt.event.x*;
import java.applet.*;
import java.util.*;

public class ising_v4 extends Applet implements Runnable,ActionlListener
{

int L=512;

int N=64;

int k=8;

int s[][]= new int [L][L];
double temperatur;

double Tc=2.26919;

double summe=0.0;

double bf[]=new doublel[3];
boolean stop=false;

Thread t=null;

Canvas canvas,canvasPrint;
Button button_Stopp;

Button button_Tplus;

Button button_Tminus;

Graphics g,print;

Color black=new Color(0,0,70);
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public void init()

{

canvas=new Canvas();
canvas.setBackground(Color.white) ;
canvas.setBounds(20,20,L,L);
canvasPrint=new Canvas();
canvasPrint.setBounds (652,20,248,L) ;
setLayout (null);

button_Stopp=new Button("Stopp/Go");
button_Stopp.setBackground(Color.red) ;
button_Stopp.setBounds (L+40,L/2,70,30) ;
button_Tplus=new Button("Erwdrmen") ;
button_Tplus.setBackground(Color.red);
button_Tplus.setBounds(L+40,L/2+40,70,30);
button_Tminus=new Button("Abkiihlen");
button_Tminus.setBackground(Color.red) ;
button_Tminus.setBounds (L+40,L/2+80,70,30);

add(canvas) ;

add (canvasPrint);

add (button_Stopp); button_Stopp.addActionListener(this);
add (button_Tplus); button_Tplus.addActionListener (this);
add (button_Tminus); button_Tminus.addActionListener(this);

g=canvas.getGraphics();
print=canvasPrint.getGraphics();
print.setColor(Color.black);

+

public void run()

{
int e,x,y,1;
setT(1.0%Tc);
ising();
try{Thread.sleep(1);} catch(InterruptedException exc){}

redraw() ;

Temperatur () ;

12



while(t!=null)

{
while(stop)

{
try{Thread.sleep(20);}
catch(InterruptedException exc){}

}
for(i=0;1<10000;i++)

{
x=(int) (Math.random() *N) ;
y=(int) (Math.random() *N) ;
e=s[x] [yl *(s [(x-1+N)%N] [y]l+s [(x+1)%N] [y]+
s [x] [(y+1) %N]+s [x] [(y-1+N)%N]) ;

if((e<0) || (Math.random()<bf[e/2] ))
{
s[x] [yl=-s[x][y];
if (s[x] [yl==1) g.setColor(black);
else g.setColor(Color.white);
g.fillRect (x*k,y*k,k,k);

}
}
for (x=0;x<N;x++)
{
s[0] [x]= s[N][x];
s[N] [x]= s[1][x];
s[x] [0]= s[x][N];
s[x] [N]= s[x][1];
+
Magnetisierung() ;
summe=0.0;
for (x=0;x<N;x++)
for(y=0;y<N;y++)
summe+=s [x] [y] ;
summe = summe/N/N;

}
}
void ising()

{
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int 1i,];
for (i=0;i<N;i++)
for(j=0; j<N; j++)

{
if( Math.random() > 0.5 ) s[i]l[j] = 1;
else s[i] [j] = -1;
}
}
void redraw()
{
int 1,];

g.clearRect(0,0,L,L);
g.setColor(black);
for(i=0;i<N;i++)
for(j=0;j<N;j++)
ifC s(il[j1==1 )
g.fillRect (i*k, j*k,k,k);

print.clearRect(652,20,248,L);
print.drawString("Magnetisierung M = ",10,L/2);
print.drawString("Temperatur T/Tc = ",10,L/2+40);
print.drawString("ISING-Modell des ",10,20);
print.drawString ("FERROMAGNETEN ",10,40);

+
void Magnetisierung()
{
String str;
if (summe > 0.0) str = "+"; else str = " ";

print.clearRect(150,0,225,L/2);
print.drawString(str+Math.round(1000*summe)/1000.0,150,L/2);
}

void Temperatur ()

{
print.clearRect(150,0,225,L/2+40);
print.drawString(""+Math.round(1000%
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temperatur/Tc)/1000.0,150,L/2+40) ;
}
public void actionPerformed(ActionEvent evt)
{
if (evt.getActionCommand ()
==button_Stopp.getActionCommand())
{
stop = !stop;
}
if (evt.getActionCommand ()
==button_Tplus.getActionCommand())
{
setT (temperatur+0.05);
Temperatur () ;

}

if (evt.getActionCommand ()==button_Tminus.getActionCommand())
{
setT(temperatur-0.05) ;
Temperatur () ;
}
+

void setT(double T)
{
temperatur=T;
bf [0]=0.5;
bf [1]=Math.exp(-4.0/temperatur) ;
bf [2]=Math.exp(-8.0/temperatur) ;
}
public void start()
{
if (t==null)
{
t=new Thread(this);
t.start();
}
}

public void stop()
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t=null;

Appletviewer:

<!DOCTYPE HTML PUBLIC

"-//W3C//DTD HTML 4.0 Transitional//EN">
<html><head><title>ISING-Modell</title>
</head><body><applet code="ising_d2.class"
width=900 height=552></applet></body></html>
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